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Abstrak. Sifat kritis model magnetik simetri ikosahedron pada kisi segitiga diteliti  
menggunakan simulasi Monte Carlo dengan Algoritma Wolff. Parameter-parameter 
kritis suatu sistem dapat mencirikan perubahan fase yang ada. Pola keteraturan 
konfigurasi spin dikuantisasi melalui rasio momen dan rasio korelasi. Analisis 
penyekalan ukuran berhingga dari rasio korelasi menghasilkan estimasi temperatur 
transisi 0,711(1), yang bersesuaian dengan eksponen panjang korelasi ν = 1,50(1). 
Dengan menghubungkan rasio korelasi dan ukuran linear kisi terhadap fungsi korelasi 
dapat diestimasi eksponen peluruhan η pada temperatur transisi yaitu η = 0,147(1).
Kata Kunci : Model Magnetik, Simetri Ikosahedron, Kisi Segitiga, Monte Carlo, 
Algoritma Wolff, Parameter Kritis.
Abstract. We study critical properties of vertices-icosahedron spin model on 
triangular lattice by using Monte Carlo simulation with Wolff algorithm. The critical 
parameters of a system characterize the existing phase transition. The existence of 
ordered phase is characterized using the moment and correlation ratios. We plot the 
correlation ratio using finite size scaling procedure and estimated transition 
temperature Tc = 0,711(1), which correspond to the exponent of correlation length ν = 
1,50(1). By using correlation ratio and size dependence of correlation function we 
estimated the decay exponent η for the transition temperature as η = 0,147(1).
Key Words : Magnetic Model, Icosahedron Symmetry, Triangular Lattice, 
Monte Carlo, Wolff Algorthm, Critical Parameters.
PENDAHULUAN
Fenomena perubahan fase terjadi dalam 
kehidupan sehari-hari. Kondensasi uap air 
menjadi air dan air membeku menjadi es 
merupakan dua contoh lazim. Perubahan 
fase juga terjadi dalam sistem magnetik dan
sistem lainnya. Magnet merupakan benda 
yang dapat menarik benda-benda lain 
disekitarnya seperti besi, baja dan kobalt1,2.
Pada umumnya, perubahan fase berkaitan 
dengan fenomena kerusakan simetri sistem.
Untuk perubahan fase yang disebabkan oleh  
fluktuasi termal, sistem berada pada derajat 
simetri tinggi pada temperatur tinggi karena 
semua ruang konfigurasi dibolehkan. 
Penurunan suhu akan mengurangi fluktuasi 
termal dan mengakibatkan sistem berada 
pada keadaan stabil3,4.
Salah satu fenomena penting dalam 
perubahan fase adalah terjadinya 
magnetisasi spontan. Pada sistem 
feromagnetik, ketika suhu  diturunkan 
hingga mencapai temperatur tertentu yang 
disebut temperatur kritis maka akan terjadi 
magnetisasi spontan. Sistem mengalami 
perubahan fase dari sistem paramagnetik 
menjadi sistem feromagnetik. Fenomena ini 
dapat dijelaskan secara teoretik melalui 
model magnetik sederhana, yaitu model 
Ising. Model Ising merupakan bentuk 
sederhana dari model Heisenberg untuk 
menyelesaikan model yang diusulkan oleh 
Lenz (1920) dalam mempelajari perubahan 
fase FM pada temperature kritis. Model ini 
berisi variabel diskrit yang menyajikan 
momen magnetik dari spin atom yang 
bernilai s = +/- 1. Spin tersebut dimodelkan 
dalam sebuah kisi, dimana setiap spin dapat 
berinteraksi dengan spin terdekatnya 
(nearest-neighbors). Model Ising kisi 2D
adalah salah satu contoh model statistik 
sederhana untuk menunjukkan magnetisasi 
spontan pada suatu sistem5.
Pada penelitian ini akan dikaji  model spin 
ikosahedron, yaitu model spin diskrit 
dengan simetri polihedral. Simetri 
polihedral untuk model spin diperoleh 
dengan membagi sama besar sudut ruang 
4π dari struktur bola. Ada lima 
kemungkinan tipe model dari struktur 
polihedral yang dapat diperoleh yaitu: 
tetrahedron, oktahedron, heksahedron, 
ikosahedron dan dodecahedron, seperti 
yang diperlihatkan dalam Tabel 1. Spin 
tersebut dimodelkan dalam suatu kisi yang 
saling berinteraksi seperti halnya pada 
model spin Ising. Dengan menggunakan 
metode simulasi Monte Carlo, dapat 
dihitung order parameter dan
memperkirakan temperatur kritis dari setiap 
model3. Motivasi studi ini adalah untuk 
melihat bilangan koordinasi yang lebih 
besar (sistem lebih stabil) karena memiliki 
tetangga spin yang lebih banyak. Untuk 
penelitian ini, dikhususkan untuk 
mempelajari model Ising 6 tetangga 
terdekat.





Model spin polyhedral yaitu salah satunya 
icosahedron adalah versi diskret dari model 
Heisenberg dengan spin hanya mengarah 
pada titik sudut struktur (lihat Gambar 1). 
Model Hamiltonian dinyatakan sebagai 
berikut: 
H = - J ∑	?⃗ i .	?⃗ j                       (1)
dimana ?⃗ i adalah spin pada titik kisi ke-i. 
Penjumlahan dilakukan pada semua 
pasangan tetangga terdekat spin pada kisi 
triangular dengan interaksi feromagnetik (J
> 0). Sebagaimana ditunjukkan dalam 
Gambar 2. Dalam konfigurasi keadaan 
dasar, energinya akan menjadi -3NJ ketika 
semua spin memiliki orientasi umum; 










Tetrahedron 4 4 6 S4
Oktahedron 6 8 12 Oh = 
S4 x 
C2
Kubik 8 6 12 Oh
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Gambar 1 Ikosahedron    Gambar 2 Kisi    
Dalam penelitian ini digunakan metode 
simulasi Monte Carlo dengan algoritma 
Wolff, lazim disebut Single-Cluster (spin 
update). Algoritma Wolff bekerja dengan 
pedoman memilih suatu spin secara acak 
dan kemudian membentuk satu kluster; 
dengan pengujian ikatan yang berdekatan18. 
Jumlah langkah yang diambil MCS (Monte 
Carlo Step) tergantung pada kecepatan 
sistem mencapai keseimbangan. Masing-
masing titik data diperoleh dari rerata 
jumlah MCS. 
Prosedur simulasi program mengikuti 
langkah-langkah berikut 
1. Menentukan dimensi panjang dan 
lebar untuk membangun kisi dua 
dimensi.
2. Menempatkan spin pada setiap kisi 
dengan konfigurasi acak.
3. Menetapkan temperatur awal dan 
perubahan temperatur (to dan Δt).
4. Menghitung energi sistem (sesuai 
sajian hamiltonian).
5. Memperbaharui orientasi spin pada 
titik kisi yang dipilih secara acak 
berdasarkan probabilitas p = 1 –
exp (2βJ), kemudian menghitung 
energi setelah diperbaharui.
6. Mengulang langkah 5 hingga 20 
sampel untuk pengukuran.
7. Menghitung besaran fisis seperti 
panas jenis (Cv), momen dan 
korelasi rasio (UL & QL).
8. Menentukan temperatur kritis.
HASIL DAN PEMBAHASAN
Panas Jenis (Cv)
Langkah pertama dalam menemukan 
kemungkinan perubahan fase yaitu 
menghitung panas jenis yang didefenisikan 
pada Persamaan 2.
? ? (? ) = ?? ? ? ? ? 	(〈? ? 〉 − 〈? 〉? )         (2)
dimana E adalah energi dalam satuan J
sedangkan < … > merepresentasikan rata-
rata ensambel. Temperatur dinyatakan 
dengan J/kB dimana kB adalah konstanta 
Boltzmann.
Gambar 3. Grafik Cv vs T.
Panas jenis model Icosahedron diplot pada  
Gambar 3. Meskipun puncak pada grafik 
panas jenis berhubungan langsung dengan 
fluktuasi energi, hal tersebut kemungkinan 
menandakan adanya perubahan fase. 
Analisis kuantitatif yang lebih akurat dalam 
menemukan transisi fase dilakukan melalui 
perubahan orde parameter dari dapat 
diekstraksi menggunakan prosedur 
penyekalan ukuran berhingga (FSS)19. 
Hasil plot panas jenis seperti yang 
diperlihatkan pada Gambar 3, menunjukkan 
bahwa ketika  temperatur di bawah 
temperatur kritis (Tc), panas jenis akan 
bertambah seiring dengan kenaikan 
temperatur. Puncak maksimum grafik 
diperoleh pada saat temperatur mencapai 
titik kritis, dimana T = Tc dan mengalami 
penurunan saat temperatur lebih besar dari 
temperatur kritis ( T > Tc ) yang 
menandakan adanya perubahan fase. Hasil 
plot pada  Gambar 4.1 memperlihatkan 
pergeseran puncak dari masing-masing kisi. 
Untuk kisi dengan ukuran linear L = 12, 24, 
dan 48 puncaknya bersesuaian dengan 
temperatur berturut-turut yaitu 0,6998 J/k, 
0,7002 J/k, dan 0,7003 J/k.
Rasio Momen (UL) & Rasio Korelasi (QL)
Pada sistem feromagnetik, magnetisasi 
dinyatakan dengan ? = |∑ ?⃗?.| yang 
merupakan parameter keteraturan. Dengan 
mendefenisikan Mk sebagai momen 
magnetisasi tingkat k dan ? (? ) =∑ ?⃗(?) . ?⃗(? + ? ) sebagai fungsi korelasi 
antara spin pada posisi r dan pada (r+R), 
maka rasio momen dan korelasi dinyatakan 
sebagai ? ? = 〈? ? 〉〈? ? 〉?                            (3)
   ? ? = 〈? (? /? )〉〈? (? /? )〉	                      (4)
dimana jarak R untuk fungsi korelasi g(R) 
adalah vektor kuantitas dan mengambil 
jarak yang lebih tepat dan sederhana yaitu 
L/2 dan L/4 , masing-masing dalam arah x
dan y.
Kehadiran transisi fase dapat diamati dari 
pengaruh temperatur terhadap UL dan QL. 
Adanya persilangan tunggal pada tampilan 
grafik UL dan QL merupakan indikasi kuat 
terjadinya perubahan fase. Hasil plot rasio 
momen untuk beberapa ukuran linear kisi 
diperlihatkan pada Gambar 4. Grafik UL
menunjukan perubahan rasio momen setiap 
kenaikan temperatur. Gambaran titik 
perpotongan pada setiap kisi 
mengindikasikan transisi fase. Titik 
perpotongan untuk model magnetik, 
terindikasi kuat oleh hasil plot rasio 
korelasi yang diperlihatkan oleh Gambar 5.
  Gambar 4 Grafik UL      Gambar 5 Grafik QL     
vs T                              vs T
Penyekalan Ukuran Hingga (FSS)
Analisis penyekalan ukuran berhingga 
untuk memperoleh temperatur dan 
eksponen kritis, diperlihatkan dalam 
Gambar 6, plot model korelasi. Estimasi 
nilai Tc didasarkan pada hasil rasio korelasi.
Untuk model Icosahedron, nilai estimasi Tc
dan v yaitu masing-masing 0,712 dan 1,51.
Gambar 6 Plot FSS model rasio korelasi untuk 
Icosahedron. Estimasi temperatur kritis dan 
eksponen panjang korelasi v telah ditentukan.
Dengan menggunakan rasio korelasi juga 
dapat diekstrak eksponen peluruhan η dari 
fungsi korelasi. Hal ini dilakukan dengan 
melihat nilai konstanta rasio korelasi 
untuk ukuran yang berbeda dan kemudian 
menemukan fungsi korelasi yang 
(L/2). Fungsi korelasi dalam aturan pangkat 
bergantung pada ukuran sistem, 
η19. Oleh karena itu, jika diplot 
versus L untuk berbagai Q dalam skala 
logaritmik, seperti pada Gambar 7
akan bersesuaian dengan gradien dari ga
grafik terbaik untuk masing
konstanta rasio korelasi. Ada beberapa garis 
hasil plot pada Gambar 4.5. Di sini 
temperatur kritis dikaitkan dengan 
0.959 untuk model Icosahedron
5), ditetapkan nilai η = 0.1480 sebagai 
estimasi terbaik.
Pengkajian model magnetik untuk kisi 
persegi (square lattice) satu lapis yang 
dilakukan oleh Aswar Sutiono, memiliki 
nilai temperatur kritis yang tidak jauh 
berbeda untuk setiap kisinya. T
masing-masing ukuran linear kisi L = 8, 16, 
dan 32 yaitu 0,5207 J/k, 0,5313 
0,527 J/k. Sistem kisi segiempat (
lattice) satu lapis memiliki nilai estimasi 
temperatur lebih rendah dibandingkan 
sistem kisi segitiga satu lapis. Semakin 
banyak jumlah tetangga spin, maka 
interaksi antar spin akan semakin 
bertambah. Akibatnya sistem akan semakin 
stabil karena memiliki bilangan koordinasi 
sistem yang lebih besar. Diperlukan energi 
yang besar untuk merusak kondisi stabil 
sistem sehingga temperatur yang 
dibutuhkan juga harus lebih tinggi. Dengan 
kata lain, pergeseran temperatur kritis ke 
temperatur tinggi ketika jumlah tetangga 
spin bertambah menguatkan teori bahwa 
sistem fisis dengan bilangan koordinasi 













Gambar 7 Plot g(L/2) vs L. Estimasi terbaik 
untuk nilai η = 0.1480.
Tabel 2. Perbandingan Tc untuk sistem kisi 
yang berbeda











Tabel 2 memperlihat perbedaan sistem 
kekisi 6 tetangga terdekat dengan kekisi 4 
tetangga terdekat dalam mencapai 
kestabilan. Kekisi 6 tetangga terdekat (kisi 
segitiga) lebih stabil bila dibandingkan 
dengan kekisi 4 tetangga terdekat (kisi 
persegi). Kestabilan sistem bisa dilihat dari 
nilai temperatur kritis yang lebih besar 
untuk setiap kisi. Kisi segitiga, dimana 
setiap titik kisi memiliki 6 tetangga terdekat 
memiliki nilai temperatur kritis dengan 
rerata 0,69(1). Sedangkan untuk kisi 
persegi, 4 tetangga terdekat memiliki nilai 
temperatur kritis dengan rerata 0,52(1). Hal 
demikian memperjelas bahwa semakin 






interaksi antar spin akan semakin 
bertambah. Akibatnya sistem akan semakin 
stabil karena memiliki bilangan koordinasi 
sistem yang lebih besar.
Estimasi Temperatur & Eksponen Kritis
Temperatur dan eksponen kritis dari setiap 
ukuran kisi yang berbeda dapat diperjelas 
dengan menganalisa grafik panas jenis dan 
model rasio korelasi. Puncak pada grafik 
panas jenis menunjukkan daerah kritis 
perubahan fase sistem. Artinya, perkiraan 
temperatur kritis berada pada rentang 
tersebut. Estimasi temperatur dan eksponen 
kritis untuk setiap sistem kisi dapat dilihat 
pada Tabel 3.   
Tabel 3. Estimasi temperatur dan eksponen 
kritis model ikosahedron
RINGKASAN DAN SIMPULAN
Telah dilakukan penelitian sifat kritis model 
magnetik simetri polyhedral pada kisi 
segitiga. Simetri polyhedral merupakan 
bentuk diskrit dari model Heisenberg. 
Penelitian ini mempelajari model spin 
icosahedron pada kisi segitiga, dimana 
setiap titik kisi memiliki 6 tetangga 
terdekat. Pengamatan perubahan fase orde 
kedua untuk model icosahedron 12-state, 
diperkirakan temperatur dan eksponen kritis 
dengan menggunakan penyekalan ukuran 
hingga (FSS) model rasio korelasi. Ukuran 
linear kisi L diambil bervariasi untuk satu 
lapis. Masing-masing spin menempati 
setiap titik kisi yang jumlahnya N=LxLx1. 
Dalam penelitian ini nilai L = 12, 24 dan 
48.
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